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29 三角関数 2 

248 
 (i) 0sin =q すなわち pq ,0= のとき 

  ( ) 01cos2 =-xq ， 0cos ¹q より， 1=x   

よって， pq ,0= のとき実数解をもつ 

 (ii) 0sin ¹q すなわち pq ,0¹ のとき 

  与式は xの 2 次方程式だから，判別式をDとすると，必要十分条件は 0³D  

  したがって， 
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 より， 

34cos2cos4 2 =+++- axx  すなわち 1cos2cos4 2 --= xxa  
 よって， tx =cos ， ( ) 124 2 --= tttf （ただし， pp £<- x より， 11 ££- t ）とおき， 

ay = と ( )tfy = の共有点の数から方程式の解の個数を求めることができる。 
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æ -= ttf （ 11 ££- t ）より， ( )tfy = のグラフは次図青色実線のようになる。 
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よって， tx =cos を満たす xの値の数は， tの値が 1,1- のときそれぞれ 0,p の 1 つ，

11 <<- t のとき 2 つ存在することに注意すれば，方程式の解の数は， 
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4
5

-=a のとき 2， 1
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<<- a のとき 4， 1=a のとき 3， 51 << a のとき 2， 
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 参考図 
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250 

半径 2 の円周上の点を P，OP の x軸正方向とのなす角をq（ pq 20 <£ 反時計回りを正）

とすると，P ( )qq sin2,cos2  

よって， 
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 ゆえに， yx +3 の最小値は 22- ， 22 32 yxyx ++ の最大値は 224 +  

251 
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より， ( )( ) 01cos2cos41cos 2 =-+- qqq  

 よって，
4

51,1cos ±-
=q  

(3) 

 pq ££0 において， qcos は単調に減少するから，(1)と(2)の結果より，
4

51
5
2cos +-

=p  

 正五角形の頂点と中心を結んだとき，隣り合う線分のなす角は p
5
2

だから， 

△AOB に余弦定理を適用すると， 

AOBOBcos2OAOBOAAB 222 Ð×-+=  
より， 
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 の解を図示すればよい。 
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 よって，①または②の表す領域は下図斜線部（境界線を含む） 
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(1) 

解法 1 
 直線 OA，OB に関して点 C と対称な点をそれぞれ 1C ， 2C とすると， 

 それぞれの直線は線分 1CC ， 2CC の垂直二等分線だから， 

2121 CCQCPQPCQCPQCP ³++=++  ・・・① 

 また， 21OCΔC に余弦定理を適用すると， 2121
2

2
2

121 OCCcosOC2OCOCOCCC Ð×-+=  

 これと， r== OCOC 21  

 q2AOB2COBAOBCOAOBCAOBOACOCC 2121 =Ð=Ð+Ð+Ð=Ð+Ð+Ð=Ð  

 より， 
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よって，
2

0 pq << より， qsin2CC 21 r=  ・・・② 

①，②より， QCPQCP ++ の最小値は qsin2r  
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解法 2 
 xy平面上に，点 O を原点，A ( )0,r ，B ( )qq sin,cos rr ，C ( )aa sin,cos rr （ qa £<0 ） 

 直線 OA，OB に関して点 C と対称な点をそれぞれ 1C ， 2C とすると， 

 それぞれの直線は線分 1CC ， 2CC の垂直二等分線だから， 

2121 CCQCPQPCQCPQCP ³++=++  ・・・① 

 また， a-=Ð 1AOC ， aq -=Ð 2AOC 2 ÷
ø

ö
ç
è

æ
Ð=

Ð+Ð
AOB

2
AOCAOC 2  

 より， ( )aa sin,cosC1 rr - ， ( ) ( )( )aqaq -- 2sin,2cosC2 rr  

 よって， 
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よって，
2

0 pq << より， qsin2CC 21 r=  ・・・② 

①，②より， QCPQCP ++ の最小値は qsin2r  

(2) 
 直線 OA，OB に関して点 D と対称な点をそれぞれ 1D ， 2D とすると， 

 (1)と同様にして， qsin2DDQDPQDP 21 a=³++  

 よって， QDPQDP ++ の最小値は qsin2a  

(3) 

 O から線分 AB に下ろした垂線の足を H とすると， OH³a  

また，△OAB が OA＝OB の二等辺三角形であることから， 

二等辺三角形の性質より，
2

cosOH qr=  
2

cos qra ³\  

これと(2)より，求める最小値は qq sin
2

cos2r  
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解法 1 

(1) 

 qqqq cossinsincos a=- において， 

( ) qqqqqqqq cossin21cossin2cossincossin 222 -=-+=- より， 
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=  
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 0122 =-- t
a

t ( )11 <<- t を満たす 1 つの解に対し 1 つのq が存在する。 

したがって， 0122 =-- t
a

t ( )11 <<- t を満たす解がただ 1 つ存在することを示せばよい。 

 ここで， ( ) 122 --== t
a

ttfy ( )11 <<- t とおくと， 

11 <<- t における ( )tfy = と t軸との共有点の t座標の値が 0122 =-- t
a

t ( )11 <<- t の解

であるから，この tの値の範囲において共有点がただ 1 つ存在することを示せばよい。 
それには， ( )tfy = が tの 2 次関数であることから， ( ) ( ) 011 <- ff を示せばよい。 

よって， ( ) ( )
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ø
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æ-×=- より， ( ) ( ) 011 <- ff が，すなわち題意が示せた。 
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(2) 

 
2
pq = は条件を満たさないから， pqp
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2

の範囲で条件を満たすq の個数を(1)と同様に

して求めると， ppqp
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下図より，条件を満たすq の個数は， 

( ) 122 --== t
a

ttfy ( )21 £< t と t軸との共有点の t座標が， 

21 << t にあれば 2 個， 2=t であれば 1 個， t<2 であれば 0 個である。 

 
そこで，それぞれの条件を満たす正数 aの値の範囲を求めると， 
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(iii) t<2 のとき 

 0<f より， 0221 <-
a

 220 <<\ a  

よって， pqp
<<

2
の範囲で条件を満たすq の個数は 

220 << a のとき 0 個， 22=a のとき 1 個， a<22 のとき 2 個 
これと(1)を合わせることにより， pq <<0 の範囲で条件を満たすq の個数は 

220 << a のとき 1 個， 22=a のとき 2 個， a<22 のとき 3 個 
 

参考図 青色実線： ( ) 122 --== t
a

ttfy  赤色実線： ÷
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æ -=
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22=a のとき 
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a<22 のとき 
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解法 2 

(1) 

 qqqq cossinsincos a=- において， 

( ) qqqqqqqq cossin21cossin2cossincossin 222 -=-+=- より， 

( )
2

cossin1cossin
2qqqq --

=  

 よって，与式は
( )

2
cossin1sincos

2qqqq --
×=- a と変形できる。 

 さらに， ÷
ø
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æ -=-

4
sin2cossin pqqq より，
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 ここで， ÷
ø
ö

ç
è
æ -=

4
sin2 pqt とおくと， ( )12 2 -= tat  

 ただし，
2

0 pq << より，
444
ppqp

<-<- だから， 1
4

sin21 <÷
ø
ö

ç
è
æ -=<-

pqt  

 また，
444
ppqp

<-<- より， ÷
ø
ö

ç
è
æ -=

4
sin2 pqt は単調に増加することから， 

 ( )12 2 -= tat ( )11 <<- t を満たす 1 つの解に対し 1 つのq が存在する。 

したがって， ( )12 2 -= tat ( )11 <<- t を満たす解がただ 1 つ存在することを示せばよい。 

 ここで， ( ) ttfy 2== ( )11 <<- t ， ( ) ( )12 -== tatgy とおくと， 

 ( )12 2 -= tat ( )11 <<- t の解は ( )tfy = と ( )tgy = の 11 <<- t における共有点の t座標であり， 

 その共有点の数は， 
 ( ) 21 -=-f ， ( ) 01 =-g より， ( ) ( )11 -<- gf  

 ( ) 21 =f ， ( ) 01 =g より， ( ) ( )11 gf >  

 ( )tf は 1 次関数， ( )tg は 2 次関数 

 より，ただ 1 つ存在する。 

 ゆえに，条件を満たすq がただ 1 つ存在する。 

(2) 略解 

 
2
pq = は条件を満たさないから， pqp
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2

の範囲で条件を満たすq の個数を(1)と同様に

して求めると， ppqp
4
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また， ÷
ø
ö

ç
è
æ -=

4
sin2 pqt ÷

ø
ö

ç
è
æ << pqp

2
は

24
ppq =- すなわち pq

4
3

= に関して対称だから， 

下図より，条件を満たすq の個数は， 

( )tfy = と ( )tgy = の 21 £< t における共有点の t座標が， 

21 << t にあれば 2 個， 2=t であれば 1 個， t<2 であれば 0 個である。 

 
( ) 21 =f ， ( ) 01 =g より， ( ) ( )11 gf > だから，共有点の t座標の値の範囲は 

( ) ( ) agf == 2,222 の大小関係で決まる。 

共有点の t座標が 21 << t のとき： ( ) ( )22 gf < より， a<22  

共有点の t座標が 2=t のとき： ( ) ( )22 gf = より， 22=a  

共有点の t座標が 2>t のとき： ( ) ( )22 gf > より， 22<a  

よって， pqp
<<

2
の範囲で条件を満たすq の個数は 

220 << a のとき 0 個， 22=a のとき 1 個， a<22 のとき 2 個 
これと(1)を合わせることにより， pq <<0 の範囲で条件を満たすq の個数は 

220 << a のとき 1 個， 22=a のとき 2 個， a<22 のとき 3 個 
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参考図 
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22=a のとき 
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a<22 のとき 
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解法 3 数学Ⅲ 

 
2
pq = のとき与式の等号が成り立たないから，

2
p
は解ではない。 

したがって， pq <<0 ÷
ø
ö

ç
è
æ ¹

2
pq で考える。 

すると， 0cossin ¹qq だから，与式の両辺を qq cossin で割ることにより， a=-
qq cos

1
sin

1  

ここで， ( )
qq

q
cos

1
sin

1
-=f ÷

ø
ö

ç
è
æ ¹<<

2
,0 pqpq とおくと， 

a=-
qq cos

1
sin

1
の解は ( )qfy = と ay = の共有点におけるq の値と一致する。 

そこで， ( )qfy = の概形を調べ，それをグラフに表すことにする。 

( )

( )( )

( )

q

qpq

q

qpq

q
qqqq

qq
qq
q
q

q
qq

2sin

2sin2
4

sin22

2sin

2sin
2
11

4
sin24

2sin
cossin1cossin4

cossin
cossin
cos
sin

sin
cos

2

2

2

22

33

22

-÷
ø
ö

ç
è
æ +

-=

÷
ø
ö

ç
è
æ -÷
ø
ö

ç
è
æ +

-=

-+
-=

+
-=

-
-

=¢

　　　

　　　

　　　

　　　

f

 

 02sin2,02sin 2 >-> qq より， ( ) 0=¢ qf の解は 0
4

sin =÷
ø
ö

ç
è
æ +

pq の解すなわち pq
4
3

=  

 よって， ( )qf の増減表は次のようになる。 

  ( )
( ) ¥+­¯¥+¥-¯¥+

+--¢

22/
/0//

4
3

2
0

q
q

pppq

f
f



 

 これより ( )qfy = の概形を描くと次図の青色実線のようになる。 

 よって， pq <<0 の範囲で条件を満たすq の個数は 

220 << a のとき 1 個， 22=a のとき 2 個， a<22 のとき 3 個である。 
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255 

 AB を直径とする円の中心 ÷
ø
ö

ç
è
æ

2
3,0 と直線 0=- yx の距離は

4
23

11

2
30

22
=

+

-
 

 一方，この円の半径は
2
1  

 したがって，直線 0=- yx 上の点である P はこの円の外部の点でもある。 

 よって， °<Ð< 90APB0  ・・・① 

 また，①より， APBÐ が最大値をとるとき APBtanÐ も最大値をとる。 ・・・② 

直線 PA，PB と x軸正方向とのなす角を，反時計回りを正として， 
それぞれa ， b ( )°<<°-°<<°- 9090,9090 ba とすると， 

APBÐ はa と b の差の大きさで与えられる。 

これと， ba > より， ba -=ÐAPB  

 よって，
ba
ba

tantan1
tantanAPBtan

+
-

=Ð  ・・・③ 

 atan ， btan はそれぞれ直線 PA，PB の傾きだから， 

 
x
x 1tan -

=a  ・・・④  
x

x 2tan -
=b  ・・・⑤ 

計算処理法 1 相加相乗平均 

 ④，⑤を③に代入することにより， 

312

1

232

1
232

211

21

APBtan

2

-÷
ø
ö

ç
è
æ +

=

+-
=

+-
=

-
×

-
+

-
-

-

=Ð

x
x

x
x

xx
x

x
x

x
x

x
x

x
x

　　　　　

　　　　　

　　　　　

 

 ここで， 0>x より， 2121
=×³+

x
x

x
x （等号成立は

x
x 1
= すなわち 1=x のとき） 

 よって， 1
312

1APBtan £
-÷

ø
ö

ç
è
æ +

=Ð

x
x

（等号成立は 1=x のとき） 

 ゆえに，①，②より， APBÐ の最大値は 45° 
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計算処理法 2 2 次方程式の実数解条件 

 ④，⑤を③に代入することにより， 

232

211

21

APBtan

2 +-
=

-
×

-
+

-
-

-

=Ð

xx
x

x
x

x
x

x
x

x
x

　　　　　

 

よって， t=ÐAPBtan とおくと，
232 2 +-

=
xx

xt  

両辺に 232 2 +- xx を掛け， xについて整理すると， ( ) 02132 2 =++- txttx  

①より， 0¹t だから，この方程式は xの 2 次方程式である。 

よって，判別式をDとすると， 

( )
( ){ } ( ){ }
( )( )117

413413
1613 22

-+-=
-+++=

-+=

tt
tttt

ttD

　

　 ， 

解は実数だから， ( )( ) 0117 ³-+- tt すなわち ( )( ) 0117 £-+ tt  

よって， 1
7
1

££- t  

したがって， tすなわち PABtanÐ の最大値は 1 と考えられる。 

そこで， 1=t を ( ) 02132 2 =++- txttx に代入し整理すると， ( ) 012 2 =-x より， 1=x  
よって，点 P の座標は ( )1,1 となり，条件を満たす。 

 ゆえに，①，②より， APBÐ の最大値は 45° 
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256 

(1) 
CBR sinsin2AD =  

 BsinABAD =  ・・・① 

 正弦定理より， R
C

2
sin
AB

=  CR sin2AB =\  ・・・② 

 ①，②より， CBR sinsin2AD =  

AR cosOE =  

 
　　・・・③　　 BOEcos

BOEOBcosOE
Ð=

Ð=

R
 

 E は二等辺三角形 OBC の頂角 O からの垂線の足だから，二等辺三角形の性質より， 

 BOC
2
1BOE Ð=Ð  ・・・④ 

 同一弧の中心角と円周角の関係より， A2BOC =Ð  ・・・⑤ 

 よって，③～⑤より， AR cosOE =  

 

A

B CD E

O
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(2) 

解法 1 平面図形 

 E は辺 BC の中点だから，G は線分 AE 上の点である。 

 また，OE は辺 BC の垂直二等分線である。 

 よって，G と O が一致するとき，A は辺 BC の垂直二等分線上の点となるから，AB＝AC 

 同様にして，BA＝BC が成り立つ。 

 したがって，AB＝BC＝CA が成り立つ。 

  ゆえに，AB＝BC＝CA が成り立つから，△ABC は正三角形である。 

解法 2 ベクトル 

 G と O が一致するとき 0BCOEBCEG =×=×  

 b


=AB ， c=AC とおくと， 

 ( ) ( )
( )cb

cbcb





+=

+-+=

-=

6
1

3
1

2
1

AGAEGE

　　

　　  

 bc


-=BC  

 より， ( ) ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ +-=+-×+=× 22

6
1

6
1BCGE cbcbcb 

 

 0BCEG =× だから， cb 
=  

 よって，AB＝AC 

 同様にして，BA＝BC が成り立つ。 

 ゆえに，AB＝BC＝CA が成り立つから，△ABC は正三角形である。 

(3) 

AD＝3OE の証明 

 OG と AD の交点を F とすると，OF//BC より，AF：FD＝AG：GE＝2：1 

 よって， AG
2
3AD =\  ・・・⑥ 

 △AGF と△EGO について， 

OF//BC より， °=Ð=Ð 90EOGAFO  ・・・⑦ 

EGOAGF Ð=Ð （対頂角） ・・・⑧ 

AG：EG＝2：1 ・・・⑨ 

 ⑦～⑨より，△AGF と△EGO は相似で相似比が 2：1 である。 

よって，AG：EO＝2：1 2OEAG =\  ・・・⑩ 

ゆえに，⑨，⑩より，AD＝3OE 
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3tantan =CB の証明 

 (1)より， 

 CBR sinsin2AD =  

 

( )( )
( )

( )
( )CBCBR

CBCBR
CBR

CBR
AR

coscossinsin
sinsincoscos

cos
180cos

cosOE

-=
--=

+-=
+-°=

=

　　

　　

　　

　　

 

 よって， ÷
ø
ö

ç
è
æ -=

-
=

CBCB
CBCB

tantan
11

2
1

sinsin2
coscossinsin

AD
OE  

(2)より，AD＝3OE だから，
3
1

AD
OE

=  

よって，
3
1

tantan
11

2
1

=÷
ø
ö

ç
è
æ -

CB
 3tantan =\ CB  


